Ensayo Olimpiada Matematica Local

Viernes, 12 de enero de 2018

1. Encuentra todos los pares de enteros (z,y) que verifican la ecuacién:

By =2x—y)

2. Cada uno de los puntos con coordenadas enteras en el plano se colorea
de uno de tres colores: rojo, azul o verde. Se sabe que cada color se ha usado
al menos una vez y que los puntos (0,0) y (0,1) estdn coloreados de rojo y de
azul respectivamente. Probar que existen tres puntos, cada uno coloreado de un
color distinto a los otros dos, tales que son los vértices de un triangulo rectangulo.

3. Sea H el ortocentro del tridngulo AABC'. Sea M 4 el punto medio del lado
BC. Sea G el segundo punto de corte de la circunferencia circunscrita a AABC
con la circunferencia de didmetro AH, demuestra que G, H y M 4 son colineares.

4. Sean a, b, c € Ry, tales que a + b + ¢ = 1 prueba que:
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No esta permitido el uso de calculadoras.
Cada problema se puntia sobre 7 puntos.
El tiempo de la prueba es de 3 horas.



SOLUCIONES

1. Encuentra todos los pares de enteros (z,y) que verifican la ecuacién:

234y =2z —y)x

Solucién:
Si ¢ = 0 necesariamente tenemos y = 0, luego el par (0, 0) verifica la ecuacién.
Si x # 0, entonces dividiendo entre z vemos que
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de dénde necesariamente x divide a y, luego existe k € Z tal que y = kuz,
sustituyendo en la ecuacién

2?4+ k=2(x — kx)
Solucién 1: Operando para resolver la ecuacién de segundo grado en z.

2 -2l —-k)x+k=0
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Luego necesitamos (k — 1)? — k cuadrado perfecto y esto es facil comprobar que
solo ocurre para k = 0 y k = 3, sustituyendo en la ecuacién encontramos las
soluciones, los pares (z, kz), que son (—3,—9), (-1, -3),(0,0),(2,0).

Solucién 2: Dividiendo de nuevo entre z, viendo que k = k’z, y factor-
izando.

r+k =2(1—FKu)
4k'z + 22+ 2K +1=5
K +1)(2x+1)=5

Luego (2z+1) = £1,4£5 y (2k' 4+ 1) = 45, £1 son las tnicas posibilidades. Las
soluciones son los pares (x, k'z?), que son (—3,—9), (-1, -3),(0,0), (2,0).



2. Cada uno de los puntos con coordenadas enteras en el plano se colorea
de uno de tres colores: rojo, azul o verde. Se sabe que cada color se ha usado
al menos una vez y que los puntos (0,0) y (0,1) estén coloreados de rojo y de
azul respectivamente. Probar que existen tres puntos, cada uno coloreado de un
color distinto a los otros dos, tales que son los vértices de un tridngulo rectangulo.

Solucion:

Si existe un punto, V', verde en alguna de las rectas y = 0, y = 1 ya esta; los
puntos (0,0),(0,1) y V son los vértices de un tridngilo rectdngulo.

En caso contrario estas rectas solo tienen puntos rojos y azules. Ahora, dado
un punto, V', verde cualquiera en el plano, la recta vertical que pasa por él corta
a la recta y = 0, en un punto, P, rojo o azul, si esta recta tiene al menos un
punto rojo y otro azul entonces ya estd; los puntos V, P y un punto, S : (n,0), de
color azul o rojo contrario al de P, forman un tridngulo rectangulo; igualmente
aplicamos este argumento a la recta y = 1.

En caso contrario tenemos que las rectas y = 0, y = 1 son de igual color.

Dado un punto cualquiera de la forma (0,n), [n € Z], podemos escoger o el
(0,0) o el (0,1) (cualquiera de estos dos que sea de un color distinto al punto
(0,n) escogido valdrd) y razonar andlogamente a como lo hemos hecho con (0, 0)
y (0,1); llegamos asf a la conclusién de que si la recta de ecuacién y = n tiene
un par de puntos de diferente color entonces existe tal tridangulo rectangulo.

En caso contrario todas las rectas de ecuacién y = n estdn compuestas de
puntos de un unico color, pero es facil de ver que en tal caso también podemos
construirnos un tridngulo rectangulo.

Para ello es fécil ver que sin perdida de generalidad, lasrectay = a, y = a+1
e y = b son de diferentes colores. Luego el tridngulo de puntos (0,a), (1,a + 1)
y (a+b—2,b) es rectdngulo.



3. Sea H el ortocentro del tridngulo AABC. Sea M 4 el punto medio del lado
BC'. Sea G el segundo punto de corte de la circunferencia circunscrita a AABC
con la circunferencia de didmetro AH, demuestra que G, H y M 4 son colineares.

Solucién:

Por estar G sobre la circunferencia de didmetro AH se tiene ZAGH = 90°

Llamemos w a la circunferencia circunscrita a AABC. Sea J tal que M4
es punto medio del segmento HJ, es decir, J es el simétrico de H respecto al
punto M4, es facil ver que:

e J estd sobre w:
Por suma de dngulos opuestos en el cuadrildtero convexo BAC'J, ya que ZBAC+
/CJB = /BAC + Z/BHC = 180°, donde la primera igualdad se sigue de ser
H y J simétricos respecto del punto medio de BC' y la segunda es pura caza de
angulos, por lo tanto B, A,C' y J estdn sobre la misma circunferencia, w.

e J es el punto diametralmente opuesto a A en w:
Ya que LACJ = LZACB+ /BCJ = ZACB + ZCBH = 90°y por lo tanto AJ
es diametro de w.

Al estar G sobre la circunferencia de didmetro AJ se tiene ZAGJ = 90°y
por lo tanto ZAGH = ZAGJ de dénde se sigue que G, H y J son colineares.
Pero H, M4 y J también son colineares por construccion de J, luego se sigue
que los cuatro puntos G, H, M4 y J son colineares. La colinearidad de estos
tres primeros prueba el enunciado.



4. Sean a, b, c € Ry, tales que a + b+ ¢ = 1 prueba que:
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Solucién 1: Aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwarz.

a 2 b 2 C 2 a b c 2
[(b+c) +<a+c) +(a+b) J+1+1 > [(b+c)+(a+c)+(a+b)]
Luego si probamos que
a b c 3
[(b+c)+(a+c)+(a+b)] = 2

ya estaria.

Solucién 2: Por la desigualdad entre la media cuadréatica y la aritmética.

wbmu(aiaumb)? (%) + (G + 55)

Luego si probamos que
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ya estaria.

Desigualdad de Nesbitt:
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Donde la ultima desigualdad es consecuencia de la desigualdad entre la media
artimética y la media armonica.
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